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1. Introduccio

Es freqiient, i fins a cert punt natural, prendre com a indicador de progrés en la histo-
ria de les matematiques les successives extensions del concepte de nombre. Dels nombres na-
turals, associats a ’operacio de comptar, es passa a les fraccions que permeten establir pro-
porcions i unitats arbitraries de mesura, o als nombres amb signe que permeten establir
coordenades en el temps, I’espai o en qualsevol magnitud que presenti dos sentits oposats de
variacio. La posterior extensio al reals permet dotar de «continuitat» el conjunt de nombres i
modelitzar ja sense aproximacions les estructures geométriques i temporals. Finalment, els
nombres complexos permeten una representacié «numerica» d’operacions geometriques com
la translacid i rotacié del pla. Aquestes extensions numeériques han anat aparellades amb un us
menys restrictiu de les operacions matematiques fonamentals de producte i de suma, aixi com
del pas al limit i I’extraccio d’arrels. La historia de la matematica del segle XIX ofereix exem-
ples que poden relativitzar i posar en dubte la rellevancia de la fonamentaci6 «aritmética», pel
que fa a una part tan important com és la relacionada amb la geometria i el calcul vectorial.

Comengarem amb 1’exposicio de les idees de Dedekind, que exemplifiquen a la per-
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feccio el paradigma «numeric» i la seva «invasio» sobre els fonaments de la geometria.
Després de veure com a la fisica el recurs a la geometria ha estat considerat com una necessi-
tat primaria que transcendeix el pur calcul numeéric, exposarem les linies directrius del para-
digma geomeétric representat per Grassmann. La conclusio fa referéncia a la possibilitat de re-
considerar i incorporar les aportacions de Grassmann en el marc de ’ensenyament actual de
les matematiques.

2. Dedekind i els nombres reals

La consideraci6 dels nombres reals (el problema de la incompletesa o discontinuitat
dels nombres racionals) és freqiientment considerat de matematica no elemental, alhora que
constitueix el primer tema de les matematiques del Batxillerat. L’extraccio d’arrels, planteja-
da per exemple a partir del teorema de Pitagores, no és suficient per conduir-nos al cos dels
nombres reals (que estan més enlla de 1’abast de qualsevol calculadora i de qualsevol acte de
mesura!). Hi ha, pero, una construccio dels reals forga natural, si la comparem amb la molt
més sofisticada que utilitza les successions de Cauchy. Es aquesta la dels talls de Dedekind
(1872) que, pel seu caracter «paradigmatic» passem a detallar:

«De la més gran importancia és el fet que en la linia recta L hi ha un nombre infinit
de punts que no es corresponen amb cap nombre racional ...

Si ara, com és el nostre desig, intentem descriure aritméticament tots els fendmens
de la linia recta, el domini dels nombres racionals resulta insuficient i esdevé abso-
lutament necessari que I’instrument R, construit mitjangant la creaci6 dels nombres
racionals, sigui millorat de manera essencial amb la creacié d’uns nous nombres de
manera que el domini dels nombres guanyi la mateixa completesa, o podem dir-ho
d’una vegada, la mateixa continuitat, que la linia recta. ...

La comparaci6 anterior del domini R dels nombres racionals amb la linia recta ens
ha dut al reconeixement de I’existéncia de salts, d’una certa incompletesa o discon-
tinuitat del primer, mentre que adscrivim a la linia recta completesa, abséncia de
salts, o continuitat. En qué, doncs, consisteix aquesta continuitat? Tot ha de depen-
dre de la resposta a aquesta qliestio, i només a partir d’ella obtindrem una base
cientifica per a la investigacio de fots els dominis continus. ...

Durant molt de temps vaig meditar sobre aquest problema en va, pero finalment
vaig trobar el que estava buscant. Aquest descobriment sera, potser, apreciat dife-
rentment per diferents persones; la majoria pot trobar la seva substancia lloc comi.
Consisteix en el que segueix. En la secci6 precedent varem notar el fet que tot punt p
de la linia recta en produeix una separaci6 en dues porcions de manera que tot punt
d’una porcid jeu a I’esquerra de tot punt de I’altra. Trobo 1’esséncia de la continuitat
en el reciproc, i.e., en el segiient principi:

Si tots els punts de la linia recta cauen en dues classes de manera que tot punt de la
primera classe jeu a l’esquerra de tot punt de la segona classe, llavors hi ha un i
només un punt que produeix aquesta divisio de tots els punts en dues classes, sepa-
rant ell la linia recta en dues porcions (Dedekind, 1901: 8-11).»
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De la constatacio forga natural que tot punt separa la recta en dues porcions (Russell
refina més tard el raonament precisant en quina de les dues porcions cal considerar inclos el
punt en qiiestio), Dedekind extrau una formulacio que, tautologica sobre la recta, esdevindra
operativa sobre el conjunt dels «nombres»: de la mateixa manera que tota divisid en dues
classes ordenades esquerra/dreta de la linia recta caracteritza completament un punt de la
recta, tota divisio o tall dels nombres en dues classes ordenades menor/major caracteritza
completament un nombre real. Aixi, poc més endavant i després d’algunes manipulacions
aritmétiques que mostren com el tall definit per (4,,4,) amb 4, consistent en tots els nombres
racionals de quadrat més gran que un enter D que no sigui quadrat perfecte, no pot ésser pro-
duit per un nombre racional —un exemple amb més de dos mil anys d’antiguitat—, conclou:

«En aquesta propietat que no tots els talls poden ser produits per nombres racionals
consisteix la incompletesa o discontinuitat del domini R dels nombres racionals.
Sempre que hem de tractar amb un tall (4,,4,) que no és produit per un nombre ra-
cional, creem un nou nombre irracional a el qual considerem com completament
definit per aquest tall (4,,4,); direm que el nombre a correspon a aquest tall, o que
produeix aquest tall. A partir d’ara, per tant, a tot tall definit correspon un nombre
racional o irracional definit, i considerarem dos nombres com diferents o desiguals
sempre i només quan corresponguin a talls essencialment diferents (Dedekind,
1901: 15).»

A partir d’aqui Dedekind procedeix a establir les operacions sobre els nombres reals
i I’analisi infinitesimal.

La memoria de Dedekind té, a més de la seva claredat didactica, el mérit afegit de de-
clarar explicitament el «paradigma numéric» esmentat al comengament. Hem vist com I’essén-
cia de la continuitat 1a capta i I’abstreu directament de la linia recta (sigui aquesta la de la geo-
metria d’Euclid o la de la mecanica dels sistemes unidimensionals. No obstant aix0, trobem en
Dedekind la més ferma afirmaci6 de la independéncia —i fins i tot superioritat— del univers de
I’aritmética, del mon platonic ideal dels nombres, sobre els mons tangibles de la geometriaila
fisica. Aixi, després d’afirmar que la «linia recta L és infinitament més rica en punts-individus
que el domini R dels nombres racionals ho és en nombres-individus, declara que:

«La manera en la qual habitualment s’introdueixen els nombres irracionals esta ba-
sada directament en la concepcié de magnituds extensives —que en si mateixes no es
defineixen acuradament enlloc— i explica el nombre com a resultat de mesurar una
tal magnitud per una altra de la mateixa mena.* (* L’aparent avantatge de la genera-
litat d’aquesta definicié de nombre desapareix tan aviat com considerem els nom-
bres complexos). En lloc de procedir aixi exigeixo que I’aritmética es desenvolupi a
partir d’ella mateixa.

Pot donar-se per segur que, de forma general, comparacions d’aquesta mena amb
nocions no aritmeétiques han ofert 1’ocasié immediata per a I’extensié del concepte
de nombre (encara que aquest no va ser certament el cas en la introducci6 dels nom-
bres complexos); perod aquest fet no és certament suficient base per a introduir
aquestes nocions foranies en I’aritmetica, la ciéncia dels nombres (Dedekind, 1901:
9-10).»
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I tot just ha abstret ’esséncia a principi de continuitat de les consideracions sobre la
linia recta, afirma:

«L’assumpcio d’aquesta propietat de la linia no és més que un axioma pel qual atri-
buim a la linia la seva continuitat, mitjangant el qual trobem continuitat en la linia.
Si I’espai té una existéncia real, no necessariament ha de ser aquesta continua; mol-
tes de les seves propietats serien les mateixes encara que fos discontinu. I si sabés-
sim amb certesa que 1’espai és discontinu res no ens impediria, si aixi ho desitgés-
sim, d’omplir els seus forats, en el pensament, i fer-lo continu; aquest omplir-lo
consistiria en la creacid de nous punts-individus i hauria d’ésser efectuada d’acord
amb el principi abans esmentat (Dedekind, 1901: 12).»

Finalment, per eliminar tota possible ambigiiitat, en un assaig de ’any 1888 titulat
Sobre el significat dels nombres clarifica:

«... perd en el fet que en la seva exposicid (Dini, 1878) s’esmenta el meu nom, no en
la descripcio del fenomen purament aritmétic del tall sind quan I’autor discuteix I’e-
xisténcia d’una quantitat mesurable corresponent al tall, pot ficilment portar a la su-
posicid que la meva teoria es basa en la consideracid d’aquesta mena de quantitats.
Res tan lluny de la veritat. ...

Tant més meravellos em sembla a mi que, sense cap nocié de quantitat mesurable i
simplement mitjangant un sistema finit de simples actes de pensament, I’home pu-
gui arribar a la creacié d’un domini numeéric pur continu; i només a partir d’aquest
mitja, en la meva opinid, resulta possible fer clara i definida la nocié d’espai continu
(Dedekind, 1901: 37-38).»

El qiiestionament de 1’existéncia de 1’espai enfront la inqiiestionable existéncia de
les creacions del nostre pensament és un tret caracteristic d’un col-lectiu de pensament ma-
tematic que, desenvolupat al llarg del segle XIX s’ha establert com a corrent del tot majorita-
ria en el segle XX. I en aquest col-lectiu la idea de nombre, en el més pur sentit platonic, hi
juga un paper central: podem conéixer el mon natural en la mesura que hi reconeixem, de ma-
nera sovint imperfecta, les idees reals del mon matematic, construides a partir dels nombres
naturals. Sorprenentment, la incompletesa d’aquest mon, demostrada per Godel el 1930, no
ha fet variar substancialment la situacio.

3. El mon fisic: Maxwell i la classificacio de les magnituds

Robert Grosseteste (1168-1253) anticipant-se a la classica afirmacio de Galileu a //
Saggiatore (1623), ja afirma que «La utilitat de considerar linies, angles i figures és molt
gran, ja que resulta impossible comprendre la filosofia natural sense elles. Totes les causes
dels efectes naturals han d’expressar-se mitjangant linies, angles i figures, ja que altrament re-
sulta impossible copsar la seva explicacio». Recordem que per a Galileu el llibre de I’univers
«esta escrit en llengua matematica, i els caracters son triangles, cercles i altres figures geome-
triques, mitjans sense els quals resulta humanament impossible entendre res, sense els quals
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només podem agitar-nos vanament per un obscur laberint». Podem també recordar la cabdal
importancia de la geometria en 1’obra de Kepler i, fins i tot, el paper fonamental de la geome-
tria en ’obra de Newton i la seva postulacio de 1’espai absolut (de tipus euclidia) com a fona-
ment de la seva mecanica.

Els indubtables triomfs i grans avengos de 1’analisi creada per Leibniz i Newton i el
desenvolupament de la geometria cartesiana (insatisfactoria per al propi Leibniz en no oferir
una expressio simbolica prou expressiva de les relacions geométriques) feren retrocedir el
pes relatiu de la geometria en els cientifics naturals dels segles XVIII i comengaments del
XIX. No obstant, al llarg de tot el XIX es succeeixen una llarga série d’intents de desenvolu-
par una analisi geométrica, que estengui al domini de la geometria els éxits que hom ha cons-
tatat en 1’analisi (1’época esta madura per a I’assoliment de les aspiracions de Leibniz). Hom
pot consultar en aquest respecte els treballs de Gamez (1997), Garcia Doncel (1984) i Parra
(1993). Els primers éxits parcials s’assoleixen amb la consideracio dels nombres complexos i
dels quaternions, que passen (i poden) ser considerats com a «sistemes numeérics» que, en da-
rrer terme, seran fonamentats sobre el conjunt de nombres naturals. Com a molt significativa
d’aquesta tendéncia citem les dolgudes paraules de McAulay qui, el 1893, lamenta que:

«Quan vaig enviar ’assaig (1887) vaig sentir el pressentiment que potser no hi havia
cap persona a Cambridge que el pogués entendre sense molt de treball ... No és que
a Cambridge no es cultivin els Quaternions com un algebra, pero aquest cultiu no és
Hamiltonia ... Hamilton considerava els Quaternions com un métode geomeétric, i és
en aquest sentit que fins ara ha fracassat en trobar seguidors de valua residents a
Cambridge (Crowe, 1967: 194).»

En contrast, la teoria de Grassmann és molt més general i, com veurem en el segiient
apartat, no assimilable a una construccié purament numeérica. El seu producte «progressiu»
mitjangant el producte de dues linies genera un pla, representa una restitucio del caracter es-
sencialment dimensional de la geometria grega que la geometria cartesiana havia eliminat.
Per¢ ara aquest caracter dimensional, que ofega la matematica grega en impedir avangar més
enlla del cub, no imposa cap limitacié a una matematica que, conscient del seu caracter de
ciéncia formal, no esta limitada per la realitat de la natura. Malgrat fer notables contribucions
a|’electromagnetisme i la mecanica I’obra de Grassmann fou practicament negligida i incom-
presa en el seu temps, i falsament recuperada pel fisic Gibbs (Gibbs, 1886) en el seu calcul
vectorial que, amb una nul-la influéncia en el desenvolupament de la matematica ha esdevin-
gut I’eina més caracteristica i universal de la fisica del segle XX.

Les consideracions anteriors estan adregades a considerar la conveniéncia de re-
plantejar-nos de nou, avui, amb tota la seva veheméncia, les consideracions que Maxwell,
com a President, adrega el 15-09-1870 a les seccions de Fisica i Matematica de la British As-
sociation:

«D’entre tots els metodes pels quals el matematic pot fer que els seus treballs siguin
més ttils a ’estudiant de la natura, el que crec que és en aquest moment més impor-
tant, és la classificacid sistematica de les quantitats ...

No em refereixo aqui al fet que totes les quantitats, en tant que tals, estan subjectes a
les regles de 1’aritmética i 1’algebra i son, per tant, susceptibles d’ésser sotmeses a
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aquells arids calculs que representen, per a tantes ments, 1’unica idea que posseeixen
de les matematiques ...

Hi ha homes que, quan una relacio o llei, per complexa que sigui, els és presentada
de forma simbolica, poden copsar el seu ple significat com una relacio6 entre quanti-
tats abstractes. A vegades aquests homes consideren amb indiferéncia 1’afirmacié
subsegiient que realment existeixen a la natura quantitats que satisfan aquesta rela-
cio6. La imatge mental de la realitat concreta sembla més aviat pertorbar-los que as-
sistir-los en les seves contemplacions...

N’hi ha d’altres que senten més goig en seguir les formes geométriques, que dibui-
xen en el paper, o que construeixen en 1’espai buit davant d’ells.

Altres, finalment, no s’acontenten a menys que puguin projectar totes les seves
energies fisiques a ’escena que imaginen. Troben a quina velocitat els planetes co-
rren per 1’espai, i experimenten un delicids sentiment d’excitacid. Calculen les for-
ces amb les quals s’atrauen els cossos celestes, i senten tensar-se els propis musculs
amb ’esforg...

Pel benefici de persones d’aquests diferents tipus, la veritat cientifica ha de presen-
tar-se de diferents maneres, i ha d’ésser considerada com igualment cientifica, tant
si apareix en la forma robusta i vivament acolorida d’una il-lustraci6 fisica, com en
la forma ténue i pal-lida d’una expressio simbolica.

Em faltaria temps si intentés il-lustrar amb exemples el valor cientific de la classifi-
cacio de les quantitats. Només mencionaré el nom d’aquesta important classe de
magnituds que posseeix direccionalitat a ’espai i que Hamilton ha anomenat vec-
tors, i que forma la matéria del Calcul dels Quaternions, una branca de les matema-
tiques que, quan hagi estat completament compresa per homes del tipus il-lustratiu, i
vestida per ells amb imatges fisiques, esdevindra, potser sota un nou nom, un pode-
rosissim métode de comunicar veritable coneixement cientific a persones aparent-
ment mancades d’esperit calculistic (Maxwell, 1965: 218-220).»

. A la llum d’aquestes consideracions sembla més que oportu completar la perspecti-
va «numerificadora» representada per aqui per Dedekind, per la perspectiva geométrica de
Grassmann que, no menys «matematica», presenta molts més punts de contacte amb les men-
talitats «il-lustrativesy.

4. Grassmann i la matematica de les magnituds extensives

En el seva introduccié a la teoria de I’extensid, Grassmann distingeix clarament la te-
oria formal, matematica, de les ciéncies reals a les quals s’aplica: la geometria, la cinematica,
la mecanica. Aixi, després d’afirmar que les matematiques son la teoria de les formes (del pen-
sament) ens diu que «abans de passar a la divisio de la teoria de les formes hem d’excloure una
branca fins ara inclosa en ella, a saber, la geometria. ... la geometria, a I’igual de la mecanica,
es basen en un ésser real, que per a la geometria és ’espai» (Grassmann, 1947: 22-23).

Pel que fa al lloc que ocupa la seva teoria de 1’extensio en el domini sencer de la ma-
tematica ens diu que I’estudi de la variaci6 continua multivariada ha estat la darrera en poder-
se desenvolupar, després de la teoria dels nombres (variacio discreta univariada), la combi-
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natoria (variacio discreta multivariada), el calcul diferencial (variacié continua univariada).
Encara que la seva representacio concreta (pero limitada) que és la teoria de 1’espai, pertanyi
als temps més antics. Més endavant trobem una expressié encara més clara de la diferéncia
entre la teoria formal que ell desenvolupa i la seva aplicacié practica o real:

«Com exemple prenem altra volta la teoria de I’espai. En aquesta es generen mit-
jangant dues direccions diferents, i a partir d’un element, tots els punts d’un pla, des-
plagant I’element generador en ambdues direccions arbitrariament, i reunint con-
ceptualment el conjunt de tots els punts (elements) aixi generats. El pla és, doncs, el
sistema de segon grau; conté una quantitat infinita de direccions que depenen de les
dues primitives. Agregant una tercera direccio independent es genera tot I’espai in-
finit (com a sistema de tercer grau); i més enlla d’aquestes direccions (lleis de varia-
ci6) independents no és pot aqui anar, mentre que en la teoria pura de 1’extensio la
quantitat d’aquestes es pot augmentar fins a I’infinit (Grassmann, 1947: 30).»

Remarcable resulta la construccid-generacié de 1’espai geométric mitjangant pro-
cessos de variacio i com |’abstraccio-generalitzacio d’aquests processos (de translacio) porta
de forma natural a una teoria general (la dels espais lineals o vectorials). Tan sols quan es
quantifiquen els processos de variacio continua es «numerifica» la magnitud extensiva, obte-
nint I’espai real n-dimensional generic, els elements del qual son les matrius numeriques uni-
dimensionals conegudes com a «vectors fila» o «vectors columnay. I tan sols quan es concre-
ten tots i cadascun dels processos de variacio independents ens trobem amb una aplicaci6 de
la teoria general de I’extensi6 a una ciéncia real (geometria, mecanica, termodinamica) o a
una altra branca de la matematica (polinomis en una o més indeterminades, funcions, etc.).

Pero la generacio d’aquests espais de magnituds extensives ofereix més possibilitats
que la pura estructura lineal de I’espai vectorial axiomatitzat com a conjunt ordenat de n nom-
bres reals sotmesos a una llei interna de suma i un producte per escalars:

«12. La diversitat de les lleis (de generacid) requereix per a la seva determinacio
exacta d’una altra llei, gracies a la qual es passa d’un sistema (de generadors) a un
altre. El pas d’un sistema als altres forma, doncs, un segon esglad natural en el camp
de la teoria de ’extensio, i amb ell es tanca la descripcio elemental d’aquesta cién-
cia.

En la teoria de I’espai correspon a aquest passatge d’un sistema als altres la rotacio,
i amb ella es relaciona la magnitud angular, la longitud absoluta, la perpendiculari-
tat, etc.; la qual cosa sera inclosa en la segona part de la teoria de I’extensioé (Grass-
mann, 1947: 30).»

Hem d’esmentar que degut a la nul-la recepcio del seu treball aquesta segona part no
es desenvolupa de la manera prevista inicialment en (Grassmann, 1947: 17). Amb tot hi tro-
bem, com succei abans amb Leibniz respecte la possibilitat, assenyalada I’any 1679 en una
série de cartes a Huygens, d’una analisi lineal especificament geométrica (Leibniz, 1889),
una clara anticipacié del que serien el treballs de Clifford (1876,1878), Lipschitz (1880) i,
fins i tot, el famads «Programa d’Erlangen» de Felix Klein. Per a tots ells la geometria de I’es-
pai ordinari estd fonamentalment determinada pel grup de rotacions, i aquest a la noci6 de
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distancia. Aquesta mateixa noci6 porta a Minkowski a afirmar la realitat absoluta de I’espai-
temps en substituci6 de 1’espai i temps absoluts newtonians d’acord amb les mesures fisiques
relacionades amb les ones electromagnétiques de Maxwell (Minkowski, 1908). Aquestes
mostraren que el pas dels generadors de I’extensio espai-temporal associats a un sistema de
referéncia als dels sistemes equivalent d’acord amb el principi de relativitat es descriu mit-
jangant les transformacions de Lorentz que preserven una nova «distancia d’univers» que és
diferéncia de quadrats en lloc de suma de quadrats.

5. Conclusio

Podriem dir que la construccid de Grassmann transcendeix el reductivisme numeéric
que hem observat a I’obra de Dedekind, reclamant una parcel-la propia de la ciéncia matema-
tica. Una parcel-la en la qual les operacions de translacio, rotacio, i les seves generalitzacions
abstractes juguen un paper tan essencial i primari com el conjunt de nombres reals. Es d’as-
senyalar el notable interés i I’alta valoraci6 de Peano per I’obra de Grassmann (Peano, 1900)
totalment negligida pels defensors de la fonamentacié axiomaticonumeérica. Alhora, en plan-
tejar clarament les relacions entre la ciéncia matematica i les ciéncies experimentals a les
quals s’aplica, permet avangar decisivament en la direccié abans assenyalada per Maxwell
com a prioritaria. Tal com indica clarament Clifford (1878: 352), en un paragraf incomprensi-
blement negligit per Crowe (1967: 138-143), les diverses magnituds vectorials de Maxwell,
que no acabaven de trobar el seu encaix perfecte en la teoria dels quaternions de Hamilton
(1853), es corresponen exactament amb les magnituds vectorials i bivectorials de Grassmann,
constituint aquestes darreres 1’explicacié més natural, completa i generalitzable, dels quater-
nions de Hamilton.

Al nostre entendre 1’aplicacio de les idees de Grassmann desenvolupada per Clif-
ford sota el nom genéric d’algebra geométrica constitueix la base per a una introduccio ele-
mental a la teoria de I’extensio. Una introduccio en la qual tenen un paper fonamental com
aplicacions paradigmatiques la geometria del pla, de I’espai i de I’espai-temps (aviat fara cent
anys que I’Univers és «relativistan!)

En uns moments en els quals es replanteja I’ensenyament de la geometria del plai de
] espai en el nou batxillerat, havent entrat en qiiestido quelcom tan fonamental com és el «pro-
ducte vectorial» , sembla clar que un més ampli coneixement de la propia historia de la mate-
ria i de les dificultats inherents a les diverses transposicions didactiques (Patronis, 1997) po-
den enriquir el debat i el propi ensenyament. Especial atencioé mereixen en aquest respecte les
consideracions que Grassmann feu el 1844, en el prefaci a la seva obra fonamental:

«... Mitjangant les aplicacions a la fisica crec haver mostrat la importancia, o més bé
la necessitat, de la nova ciéncia i la seva analisi. Penso mostrar algun cop que, en la
seva forma concreta, és a dir, aplicada a la geometria, és aquesta ci¢ncia un
excel-lent tema d’ensenyament que pot ésser tractat de forma completament ele-
mental.

.. Quan, per tant, assigno tota la seva importancia a aquesta nova ciéncia ... no crec
que se’m pugui titllar de vanitos; perqué la veritat reclama els seus drets; ella no és
obra d’aquell que la descobreix o assenyala la seva importancia; existeix en si ma-
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teixa; i restringir-li els seus drets en virtut d’una falsa modéstia, és una traicio a la
veritat (Grassmann, 1947: 18-19).»

Agraiments: Aquest treball ha estat realitzat dins del marc del projecte del Comis-
sionat per a Universitats i Recerca 1995SGR00066.
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